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いま，図 1 に示すように，äを ndim 次元ユークリッド
空間 の有界領域とし，Äをäのなめらかな境界
Ä:= @äとする．また，äに境界を加えてできる閉包を
ä := ä[ @äとする．このとき，ä内における平衡方程
式は次のように与えられる． 
 
divõ+ f = 0 in ä        (1) 
 
õ= õt  in ä        (2) 
 
 
図 1 有界領域äと境界@ä 
 
ここで， は物体力， は Cauchy
応力である．ただし， であり，ndim
次元ユークリッド空間 の基底ベクトルをeiとする




" =rsu def:= 1
2




一方，境界Ä= Äu [Äõは以下の関係にある． 
 
Ä= Äu [Äõ ; Äu \Äõ = ;        (4) 
 
ここで，Äu := @uäö @äは変位が与えられる境界であり， 
 
ujÄu = u^ (given)         (5) 
 
を満たしている．また，Äõ := @õäö @äは表面力が与え
られる境界であり，外向き法線ベクトルがnで表される
物体表面の表面力をt := õnと定義するとき 
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(divõ+ f)Åéu dV = 0   
           (10) 
より， 
 
div(õéu) = (divõ)Åéu+õ : grad éu        (11) 
 










t^Åéu dS = 0
 
    (12) 
 
これは，uを重み関数とすれば，一般的な弱形式であ

































= Ä(a) \ Ä(b)        (14) 
 
において，付帯条件 
 eu(a) = eu(b)  on  Ä<ab>        (15) 
 


































ïÅ(eu(a) Ä eu(b)) dSìÄ Z
Äõ
t^Åéu dS = 0









2-4. 部分領域ごとに独立な 2次の変位場 
 
簡単のため， ndim=2 とする 2 次元の変位場 に
ついて考えてみる．いま，ある領域ä(e)に着目し，変位
u(x)を点xP = (xP ; yP ) 2 ä(e)についてテーラー展開
すると次のようになる． 
 




(xÄ xP )2uPxx +
1
2
(y Ä yP )2uPyy  





































ux = "x ，uxx = ("x)x ，uxy = ("x)y  




(vx + uy) = çxy ;
1
2
(vx Ä uy) = í 
1
2
(vx + uy)x = (çxy)x ;
1
2
(vx + uy)y = (çxy)y  
 
なる関係がある．これを用いて式(19)で示されるある領域
ä(e)内における 2 次の変位場を表すと次のようになる． 
 
u(e) = uP Ä Y (e)íP +X(e)"Px +
1
2










(Y (e))2("Py )x +X
(e)Y (e)("Px )y       (20) 
 


















X(e) = xÄ xP
Y (e) = y Ä yP
)
         (22) 
 







(e) +N (e)" "
(e) +N (e)g "
(e)




d(e) = buP ; vP ; íP ct，"(e) = b"Px ; "Py ; çPxyct 
 










X(e) 0 Y (e)=2






0 (Y (e))2=2 
X(e)Y (e) Ä(Y (e))2=2 0 (Y (e))2=2





















































































































































































(e) +N (e)" é"
(e) +N (e)g é"
(e)









U (e) = bd(e); "(e); "(e)x ct  
éU (e) = béd(e); é"(e); é"(e)x ct  




Lu(e) = LN (e)U (e) = B(e)U (e)       (34) 
 















é<ab> = B<ab>U<ab>         (37) 
 
ここで，B<ab> ; U<ab>は，以下のとおりである． 
 
B<ab> = bR(a)<ab>N (a) ; R(b)<ab>N (b)c  













































           (42) 
 
P (e) = (A(e))t
íZ
ä(e)

























































































示すように 8×8 分割とした． 
 
 
実験装置          実験結果 
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図 6 要素細分割の経過 
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   ひび割れ発生範囲     最大せん断ひずみ 
 
















6-2. V ノッチを有する鋼板の引張問題 
 
続いて，V ノッチを有する鋼板の引張問題を紹介する．




図 10 解析モデル 
 
表 1 および図 11 に示すように公称応力との誤差 3%以
内に収まるのに要した要素分割数は，FEM は約 10 万要素
であったのに対して，HPM では約 100 要素で誤差 3%以
内に収まる傾向が得られた。 
 
表 1 公称応力との誤差 
FEM HPM 
要素数 誤差 要素数 誤差 
27 0.756 27 0.826 
106 0.831 59 0.957 
420 0.883 109 0.984 
1672 0.920   
6672 0.945   
26,656 0.962   
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図 13 VonMises 応力 
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The authors proposed the new discretization technique which it calls the hybrid type penalty method (HPM). 
This method applies the concept of the penalty method on the basis of the principle of hybrid type virtual 
work. In HPM, it divides the whole domain into the sub-domain, and the displacing field is independently 
defined in each sub-domain. In this model, the node of the sub-domain is used only to recognize the 
configuration, and it does not have the degree of freedom like FEM. Therefore, in the problem that strong 
nonlinearity such as the yield appears locally, accuracy improves by dividing only the element into the small 
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